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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours TSI,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

I . PREMIERE PARTIE
Soit f une fonction continue sur R, 2m-périodique et a valeurs réelles.

1. (a) Justifier que f est bornée.

e f ()

(b) Montrer que, pour tout réel o > 1, I'intégrale / TN dt est convergente.

1
2. On désigne par F' une primitive de f. Montrer que F est 2r-périodique si et seulement

27
si f(t)dt =0.
0

1 27
3. On pose ¢y(f) = o f(t) dt. Soit § un réel strictement positif.
0

(a) Montrer que toute primitive de la fonction t — f(t) — co(f) est 2m-périodique.

: . , : . T f () — o)
(b) Montrer, a l'aide d’une intégration par partie, que 1'intégrale / ST dt est
1
convergente.

(c) Sico(f)# 0etf <1, donner un équivalent en +oco de la fonction z — / ];(? dt .
1

sint
t

x
4. En déduire un équivalent, en +oo, de la fonction x — / ’ dt .
1

IT . DEUXIEME PARTIE

1. Soit f une fonction définie sur R, a valeurs réelles, continue par morceaux sur tout segment
de R. On suppose que la fonction f possede une intégrale absolument convergente sur R.

(a) Démontrer que, pour tout réel y, la fonction z —— f(x) e~ ¥ possede une intégrable

absolument convergente sur R.
On définit alors une nouvelle fonction, notée f, en posant : f(y) = flz)e ™™ dz, y € R.
o

(b) Démontrer que la fonction fest bornée et continue.

2. (a) Soient o et 3 deux nombres réels tels que o < 3. Calculer florsque f est la fonction
indicatrice, x|, g, de l'intervalle [, 3] de R ; on rappelle que

f(x)=1 pour z€a,f] et f(x)=0 sinon.
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(b) En déduire que, si a est un nombre réel > 0, et si 1), désigne la fonction indicatrice de
I'intervalle [—a,a] de R, on a

— 2sinay
Yaly) = ” pour y€R, y#0,
a(0) = 2a.

3. Soit a un nombre réel > 0, et soient f et g deux fonctions définies sur R, a valeurs réelles, nulles
hors de l'intervalle [—a, a] et continues sur cet intervalle. On définit une nouvelle fonction,
notée f * g, en posant, pour tout réel z,

+oo
(f *g)(x) = / ) gz —y) dy.

—0o0

(a) Vérifier que l'intégrale définissant f * g a un sens, et que la fonction f * g est nulle hors
de l'intervalle [-2a, 2 a].

(b) Démontrer que la fonction f * g est continue.

4. Démontrer I’égalité
Yo * o = 2a Agg

ol ¢, désigne la fonction indicatrice de I'intervalle [—a, a] de R et Ag, la fonction définie par

Agy(x) = —|2ij si —2a<z<2aq, Agy(x) =0 si |z| > 2a.

5. Soient f et g deux fonctions vérifiant les hypotheses de la question 3. Démontrer 1'égalité

— ~

fxg=139.

III . TROISIEME PARTIE

Dans la suite du probleme, on utilisera le résultat suivant que 1'on admettra :

Théoreme de réciprocité de Fourier. — Soit f une fonction continue sur R, nulle hors d’un segment et a
valeurs réelles. On suppose de plus que la fonction f possede une intégrale absolument convergente sur R.
Alors, pour tout x € R, on a

f) = - /+O°f<y>e“ydy.

:% .

"
1. Soit b un nombre réel > 1. On pose f;(t) = ’%’ pour ¢ réel non nul, et f,(0) = 1.

Démontrer que la fonction f, possede une intégrale convergente sur R.
400

Dans la suite, on note Jy, la valeur de cet l'intégrale : J, = / fo(t) dt.
2. (a) En utilisant les questions (2.b.), (4.) et (5.) de la partie précédente, démontrer que l'on a

Ny =1 (3)-

(b) En utilisant le théoreme de réciprocité de Fourier, calculer la valeur de I'intégrale Js.

3. (a) En utilisant la définition donnée dans (I1.3) de la loi *, calculer la valeur de (A; * A;)(0).
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(b) En déduire la valeur de Jj.

IV . QUATREME PARTIE

n

1. Soit (z,,)nen une suite décroissante de limite nulle. Pour tout n € N, on pose S, = Z(—l)ka:k.

k=0
(a) Montrer que les deux suites (S2y,)nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes.

(b) En déduire que la série Z(—l)”xn est convergente et donner un encadrement de sa
n=0
somme, S, a I'aide des termes des suites (S2y, )nen €t (S2n+1)neN -

(c) Montrer que, pour tout n € N, le signe de (S — S,) est (—1)"1.

2. En utilisant un développement en série entiere, démontrer que l'on a
— < 1——4+ — pour O<t2<72.

3. Démontrer de méme que l'on a

2t 16
e_t2/6 2 1_E+7

— 2 .
72 1206 Pour s

4. En déduire que l'on a

36

sint
— < e /% pour 0<t®< =

0 <

5. Dans cette question, on suppose b > 4. On pose ¢ = %. On rappelle la valeur de I'intégrale
+oo 5
/ e " dr = /.
(a) Démontrer que l'on a
400 400 +o0 dt
/ fo(t) dt < / e /8 gt 4 2 / 7

(b) Calculer, en fonction de b, la valeur des intégrales

+oo +oo It
/ M6 g et / =
tb
—0o0 C

3
(c) Démontrer quel'ona =z —1 > 3 NZ pour x > 4.

(d) Déduire de ce qui précede la majoration

puis la majoration

FIN DE L’EPREUVE
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